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が存在する。さらにβ5／r’にはS8が自然に作用しており、上の同型は58－equivariantで
ある。
Remark（A）．　Deligne－Mostow　pM｝は射影直線上の8点で分岐4次被覆として得られる
曲線のJacob輌an〈正確には岳ym多様体）の周期を用いて丁畑orem　IA）を示している。こ
の方法では85は6次Si暗el上半平面へ自然に埋め込まれている。一方、　The◎ぎem（A）の
方法では、85は1（）次元IV型有界対称領域1）1§に自然に埋め込まれている。
De6nit三〇n．8個の文宇｛1，2，＿，8｝を2個つつの4組に分けるたものをtabieauxと呼びヅ
で表す。すなわち｛ア11，‥・，7「42｝＝｛1，．．．，8｝とするとき
　　　　　　　　　　　　　　　　・一（1ほi）・
このような丁は105個存在する。各丁に対し
　　　　　　　　　　　　　　μ。＝n1≦う≦4　deも（〆》‘2）
と定める。ただし♂はC2の（列）ベクトルとする。　Standardなtableauxは14｛固存在
し、一般のtableauxはこれらの一次結合として表せる。このことから58－equivariantな写像
　　　　　　　　　　　　　　　　　μ：pf→P13
を得るが、μは埋め込みであることが知られている（例えばKoike　IKoiD。
Theorem（B）．　IV型領域Dlo上の保型形式のなす14次元の空間が存在し、それをβ5
に制限することによって（Remark（A＞参照）58－equivari砿tな写像
　　　　　　　　　　　　　　　　　重・85／F→P13
が得られ、Theorem（A）の同一視のもとにΨとμは一致する。
Remark（B）．　Matsumoto－Terasoma　IMT2］は、　IV型領域上の保型形式の代わりに、　Re－
mark（A）で述べた曲線の〉一タコンスタントを用いてTh¢orem（B）を示した。
§2・On　Theorem（A）
この節では、なぜComplex　ballが現れるかを中心に見ていく。
（1）Aκ3suぬεe　associateれ・8ρ◎三琉S。n　P1．
｛（λc：1）｝（1≦匡≦8）をま》1の異なる8点とする。Q＝P1×P1の垣一h◎m◎ge醗◎us
c◎◎rdin就eを（晦：g1，y◎：〃1）とする。　Qのbidegree（4，4）の因子
　　　　　　　D：yoy1（3ノ｛｝・rli！、＝1（生0一λτ忽1）十y…・n§二5（瓢o一λ，宏1））＝0
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を考える。Dで分岐するQの2重被覆の極小モデルXはκ3曲面に他ならない。射影
＠o：町，yo：y1）→（工0：瓢1）はX上に楕円曲面構造π：X一ナP1を定める。πはyo＝0お
よびy1＝0に対応した2つの切断を持ち、また8点に対応した丁度8つのIII型特異ファ
イバーを持つ楕円曲面である。QのinvolUむion
（¢◎：幼，蜘：銚）→（陶：釘，抑：一的〉
はXの位数4の自己同型σを引き起こし、πの各ファイバーを保っているので、この
楕円曲面はis◎－trivialである。このことがDeligne－M◎st◇w理論との関係がある理由であ
る（最後の節を参照せよ）。XのNeron－Severi格子Sxは、　Xがgenericな場合、階数
10でdeτ（5x）＝土26であることが分かる。5xの1f2（X，　Z）の中での直交補空間取
はtranscendental　latticeと呼ばれるが、取の符号は（2，10）、　de亡（殿）二土26となり、
的（竺丁＝ひ㊤σ（2）㊤D4ΦD4が成り立つ。ただしびはev¢mmimodular，　signature（1，1）
のlattice，σ（2）はσの交点形式を2倍したlattice，　D4はD4型のDynkin行列を交点行
列とするlatticeである。　Lattice　Tの具体的に書ける自己同型ρが存在し、σ＊の殿への
作用はρとc◎nj　ugateであることが分かる。
（2）Pe亘◎d　doma輌n．
まず
　　　　　　　　　　ρ＝｛ω∈P（T⑧C）：（ω，功〉◎，（ω，ω）＝◎｝
と置くと、Pが上のκ3曲面の周期領域（2つのIV型対称領域のdisjoint　union）を与え
る。今の場合、κ3曲面だけでなく、κ3曲面とその自己同型σの組みを考えたい。κ3曲
面の正則2形式ωxは♂の固有ベクトルになっていることに注意し、次のように周期領域
を定義する。まずρの固有空間への分解は
T⑧C＝V午（Dy二
となっている。ただいな≡｛ω：ρ（ω）＝圭百ω｝とする。ρの性質から、牲は共に5次
元が分かる。牲の点ωは（ω，の＝◎を満たすことが定義から容易に導ける。従って
β撚z）∩P（陥．）＝｛ω∈P〈y口）：（ω，○）＞o＞
がκ3曲面とその自己同型の組みの周期領域である。Lattic¢Tの符合が（2，8）であること
より、Hermitian　form（ω，ω）の符合は（1，4）であることが従う。すなわち適当な座標を選
べば
　　　　　　　　　　　（ω，ω）ズ020－Z1乏1－Z222－Z323一駕424
とでき、さらにZo＝1とできるのでβは4次元complex　ballと同型である。βの各点に
は（κ3曲面の周期写像の全射性より）κ3曲面が対応しているが、必ずしもρは自己同型
からひき起こされているとは限らない。ρがample　classを保つという条件が必要となる。
いまTの元アで72＝－2のものに対し
私＝｛ωξ召：（ω，ア）＝o｝，κ驚uぼ
と置く。ただしrはTの全ての（－2）－vectorを動くとする。すると、ρがample　classを保
つための必要十分条件はω¢κである。
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Remark簡単な計算で〈r，ρ（r）〉＝0が分かり、従って
δ三＋ρ（・）
　　　2
とおくとδ2＝－1である。さらにH．＝β∩δよであることも確かめられる。
　　最後に算術的部分群を定義する。まずT＊＝日◎m（T，Z）とすると、AT＝Tソ丁竺（恥）6
が分かる。さらにF2上の二次形式
窪丁：ノIT　　→Z／2Z
がσT（gmod　T）＝〈x，　x＞mod　2で定義される。4Tの直交群を0（4T）と表すと、0（4T）竺S8
が知られている。以上の準備の下に
F＝｛7∈0（T）：7◎ρ＝ρ07｝，
　　　　　　　　　r’¢芯｛7∈F：午IAT＝1｝＝κer｛r－一→0（（～T）｝
と置く。最後の写像F→0（4T）は全射であり、従ってF／r’竺58が成り立つ。FはA頑β）
の部分群でpr◎perly　discontmu◎usに8に作用している。まとめると射影直線上の順序付
き8点のモジュライ空間Pζの中の異なる8点に対応した開集含（PP）oから（β一κ）／r’へ
の58－equiva賠ntな同型写像が上の構成で与えられ、この同型が躍から8／rのSatake－
Baily－Borelのコンパクト化8／rへの同型をひき起こすというのが、　Theorem（A）である。
（3）Discr輌m…nant　l◎cus・
上で見たPPには相異なる8点の他、どのような8点が加わり、これがどのようなπ3曲面
に対応するかを述べることにする。まず高々3個（高々4個）の点が一致する場合を”stable”
（”s已ctly　se面一s栖bl♂戊な8点と呼ぶ。これはMumf◎rdの意味での§ぬble，§emi－§領bleに
他ならない。1点に対し数字の1を対応させ、もし2点（3点）が一致すれば2（3）を対応
させて8点を書くとする。例えば相異なる8点は（11111111）と表す。このときstableな8
点は8点の順序を無視すると
（11111111），（2111111），　（221111），　（22211），　（2222），　（311111），　（32111），　（3221），（332）
のいずれかになる。Strictly　semi－stableな場合は、　mini㎜al　closed　orbitが一意的に存在し
（44）で代表される。Stableな8点に対しては§2（1）の方法でκ3曲面が対応する。そこに
は同じようにして楕F］曲面の構造が入るが特異ファイバーは1に対して∫∫1型、2に対して
∫δ型、3に対して∫∬＊型が現れる。例えば（332）の場合は2本の∫∫∫＊型特異ファイバー
と1本の∫δ型特異ファイバーをもつ楕F｛曲面構造が入る。S垣ctly　se面一stableな（44）に
は、頁3曲面の∫f型退化が現れる。今の場合はShah同の4次のκ3曲面の／∫型退化の
リストに対応している。
　　8点のうち（2111111）のタイプがPタ＼（P』）oのc◎m但n題tの一般の点に対応してい
る。Componentの個数は28であることは明らかであろう。またstrictly　semi－stable　locus
は35個の点からなることも自明である。一方で、4T＝㌘＊／71竺（F2）6は次のベクトルから
成る：
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Type（00）：¢＝0，＃∬＝1（zeηo）；
Type（◎）：露≠◎，97ピ〉＝0，孝エ＝35（noγレzem　j30εroρ2c∂ec毒oγ）；
Ty碁）e（1）：9T（灘）＝1，＃劣＝28（7107レ乞50ξ7rθρZc　uecξ《）T）・
　　この数字の一致（35，28）は偶然ではなく、non－zero　i80toropic　vectorがぢのF’を
tnoduloとしたカスプに一対一に対応しており、　n◎n－isotどopic　vecも◎rカミκ／F’のcomponent
に一対～に対応している。すなわちδを§2、（2）のRe疏品のものとし
冗。一Σδ⊥∩β
　　　δmo（17』α
とおくとき、
　　　　　　　　　　　　　　　熊　　Σ　　冗。
　　　　　　　　　　　　　　　　　α∈Aτ＞9Tζ（x）＝1
で、各καはF’に関して同値ではない。
§3．On　Theorem（B）
この節では、Borcherds［B］のIV型対称領域上の保型形式論を用いた、吟の射影モデルの
構成について述ぺる。
（1）Lifもing．
一変数のmodular£ormはcuspの回りでFourier展開が考えられる。　IV型有界対称領域D
の場合は、次のように1次元のboundary　component（cuspの一般化）の回りでFourier－
Jac◎bi展開をもつ。まず1次元のbo穆磁鍵y　compone醜に対し2）は次のように表示できる
（一変数の場合の上半平面憤に相当する）：
の1∬m（ア）・∫m（ω）－Q（∬m（z1），．．．，∬m（zπ））＞0，　∫m（γ）＞0・
ここでγ，竃〃∈H＋，z＝（Zi，・・っzπ）∈Cπとし、　QはQ上定義された正定値の2次形式であ
る。FをZ）上のある算術的部分群に関する重さたの保型形式とするとき
F（・，鋼）一Σθ　（ち21）・エρ（m切
　　　　　m≧◎
と展開され、係数に現れるθm（ちz）を重さk，指数mのJacobi£ormと呼ぶ。
　　逆に1変数の重さ女の保型形式了が与えられた時、これに適当な〉一タ関数を掛ける
ことで重さk，指数1のJac◎bi£ormが得られる。これに臨cke作用素を施すことで指数
kのJacobi　formが得られる。これらを足し上げてZ）上の保型形式を構成するプロセスを
（additive）Liftingと呼ぶ。　IV型の場合はGritsenko等の仕事があったが、　Borcherds｛Blが
一般化している。
（2）W⑧il　representation・
Liftingを構成する場合1変数の保型形式そのものではなく、ベクトル値の保型形式を考え
る方が都合が良い。そこでAT＝τソ7vの群環q、4？1を考える。α∈、4Tに対し、対応
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するC〔ATIの生成元をeαとし、5L（2，Z）のC｜ATIへの表現ρを次のように定義する。
5綱の生成元として（；｝）・（1言）を考え・
・（G｝）に＋醜・ρ（（！τ1）r万（－1【β㎏・
でρを定義する。但しbTは2次形式鯉に付随した双線形形式とする。　SL（2，　Z）の作用は
実際は5五（2，F2）の作用に分解する。
　　正則写像
　　　　　　　　　　　　　　∫斑｛∫。｝・H＋→CIAT］
が重さkのベクトル値正則保型形式であるとは、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　たム（ア十1）パー1）卿）ムω；ぷ一1／・戸㌃Σ（－1＞参故㌔（づ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β
が成り立ちcuspで正則であるときをいう。我々が使うのは、もっとも簡単な重さOの場合、
すなわちq、4TユSL（2・恥）の元である。簡単な計算でCl、4T】SL（2，F2）の次元は15次元である
ことが分かる。qAパには0（4T）ざS8が自然に作用しているが、ρの作用と可換である。
従って0（管）はqAT｝ぷL（2藁）｝こ作用しているが、38の既約表現として1次元と14次元
に分解する。この14次元の既約表現をWとすると、（1）で述べたLi鯨ngを使うことで
58．e叩ivqriantな線形写像
　　　　　　　　　　　　　　　　φ：w→願（r’）
を得る。ただし肌（r’）はr’に関する重さ4のの上の保型形式のなすベクトル空間で、そ
の上にはS§竺F／r’が自然に作用している。L輌琉ngの恥o漉’展開の定数項を計算するこ
とでφは単射が分かり、このようにして重さ4の保型形式のなす14次元のベクトル空間
φ（W）を得る。
（3）Automorphic　fbrms．
（2）で得られた保型形式の空間から成るUnear　sys総mφ（W）のbase　l◎cusを調べる必要が
ある。このために良い性質を持つ保型形式をこの中から探すことから始める。そのために少
しことばを用意する。
　　2次形式AT三丁＊／丁竺（F2）6の3次元部分空間γで互いに直交する3つのnon－
isotropic　vectorsで生成されるものをmaximal　totally　singular　sub3paceと呼ぶ。また互い
に直交する3つのnon・l　zero　isotoropic　vectorsで生成される3次元部分空間Mをmaximal
めtally　is◎紅◎pic　subspaceと呼ぶ。γ上句ぶ恒等的に、　M上⑳が恒等的に零となること
を注意しておく。このとき次が成り立つ。
Lem㎜a　1．　MをATのmaximal　totally　isotropic　8ubspaceとする。このとき
Σ・。∈C囲8L（2，F・）
α∈M
が成り立つ。
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　　次にγをATのmaximal　totally　singular　subspaceとする。　Vのtotally　isotropic
subspaceは2次元であるが、それを含む、4Tのmaximal　totally　isotropic　subspaceが丁度
2つ存在する。これをM＋，M一とする。このとき上のLemma　1より
ルーΣ・。一Σ・。
　　α∈M＋　　　　　α∈ルf一
はC［ATISL（2，F2）の元を定めるが、このルは次の性質を持つ：
Lemma　2．任意のα∈γに対し
‡α（ル）一一ル
が成り立つ。ここで‡αはnon－isotropic　vectorαに関するtransvection
ταω＝エ＋bT（α，エ）α
とする。
ε、はFの元にリフトできる。すなわちrをTの元でr2＝－2のベクトルで「＋6（’）mod　T＝
αを満たすものを取ると、δ＝「＋6（「）に付随した鏡映
・・（・）一・＋＠ iδ〉δ
がAT上㌔を引き起こす。ここで〈r，ρ（r）〉ニ0より、δ2＝－1であることを注意してお
く。ルのlifting　Fγは重さ4のD上の保型形式であるが、　LiftingがS8－equivariantであ
ることとLemma　2より零因子（Fのは少なくとも
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ　の。
　　　　　　　　　　　　　　　　　α∈叱qT（α）＝1
を含む。但し
　　　　　　　　　　　　　　　　P。一　Σ　δ⊥
　　　　　　　　　　　　　　　　　　δmod　T＝α
は可算無限個の超平面の和集合である。
　　Fγの零点を決定するためにBorcherds　IB】の無限積表示を持つ保型形式の理論を使う。
まず次の様なmeromorphic重さ一4（＝（2－10）／2）のベクトル値保型形式ん＝｛垢｝を考
える。すなわちんαはαのタイプ、すなわち0かnon－zero　isotorpicかnon－isotropicにの
み依存する関数とする。んαをα＝0のときんoo，αがnon－zero　isotropicのとき妬，αが
non－isotropicのときん1と表す。このとき定義から
　　　　　　　　　　　　　　　　　る九・・（・＋1）一九・・（・），ん・・（－1／・）÷（ん・・（・）＋35ん・（・）＋・8ん1（・））・
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　る　　 　　九・（・＋1）一ん・（・），ん・（－1／・）一ご（ん・・（・）＋・ん・（・）一・ん1（・）），
　　　　　姉碕一咽・洞一1／・）一亨側・）一敵）砕九1㈲
が成り立たなければならない。これを満たすんとして
ん。。ω一56η（2丁）8／η（γ）16－56＋8960＋806442Ψ…，
　　　　　　　九。（・）＝－8η（2τ）8／オ）16＝－8～1289－1152♂…・，
　　　九1（ア）＝8η（2γ）8／η（ア）16十η（グ／2）8／η（ア）16＝4…1／2十3641／2十402（73／2十・一
が挙げられる。ただしη（丁）はDedekindのeta　functionでq＝e2π＞qアとする。この九に
B◎rcherds｛Blの無限積表示を持つ保型形式の存在定理を用いることで、重さ28（＝56／2）で
零因子が
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ　D。
　　　　　　　　　　　　　　　　α∈AT，　qT（α）＝1
である保型形式Gが存在することが分かる。今Φを全てのmaximal　totally　singular　sub－
sp反es　yにわたるルの積とする。　Max輌mal　totally　singula鵜ubs陣cesの個数が105個
であり、各訂には丁度4個のn◎麟s就mpic泥ct◎rsカζ含まれることから、蚕は重さ420
で各宏）α上で少なくとも重複度15で零となる。一方でG15はΦと同じ重さで各1）α上で
丁度重複度15で零となる。よって比を取りKoecher原理を用いる事でσ15とΦは定数倍
の違いであることが分かる。以上からFγの零点が完全に決まった。
④P苦◎輌ec』e　m◇deL
14次元の保型形式からなるline挺sysもemφ（W）をβに制限することで58－equivari孤tな
有理写像
　　　　　　　　　　　　　　Ψ＝1φ（助1：8／r’→pl3
が定まる。これとTheorem（B）で述べたμがどう関係するかを述べる。まずμを定義す
る時にに用いたぬbl鰍uxは105個あったことを思い出す。これよりもabl輪uxとAアの
maMmal　t◎tally　singula’subspaceが1対1に対応することが予想されるが、以下のように
説明できる。
　　P1の8点に付随したκ3曲面Xは楕円曲面の構造を持ち、8点上でIII型の特異ファ
イバーを持っていた。ファイバーと一つの切断および特異ファイバーのcomponentsで生
成されるla垣ceをκとすると
　　　　　　　　　　　　　　　　κ竺㈹岬8
となり、Aκ＝κ＊／κ竺（F2）8が成り立つ。α＝（1，1，1，1，1，1，1，1）∈Aκとすると
・⊥一｛（・1，…，・・）∈Aκ・Σ鱗≡0（2）｝
で
9κ1α⊥／〈α〉＝45．－4T
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が成り立つ。Tableaux
・一
（12345678）
の各行に対しAκのベクトル
（1，1，◎，◎，◎，◎，0，◎），（◎，◎，1，1，◎，◎，◎，◎），（◎，0，◎，◎，1，1，◎，◎），（◎，◎，◎，◎，◎，0，1，1＞
が対応し、さらに上の4Tと4κの関係から、4つのATのnon－isotropic　vectorが対応す
る。これら4つのnon－isotropic　vectorはATのmaximal　totally　singula　subspaceγを定
義する。μτの零点は4つのcomponentエ1＝忽2，∬3＝¢4，鞠＝¢6，エ7＝∬8から成る。他
方、Fγの零点もγに含まれる4つのnon－isotoropic　vectorα対応する4つのcomponent
から成る因子
　　　　　　　　　　　　　　　　（Σβ∩D・）／F’
　　　　　　　　　　　　　　　　α∈γ
である。以上からμτの零点とFγの零点がア度対応することは、だいたい理解して頂けた
と思、う。
§4．Deligne－Mostow，s　complex　reHection　groups
射影直線の8点で分岐する4次のガロア被覆として得られる曲線をDとする：
D・y4一略、（かλ∂．
この曲線はDeligne－Mostowの理論の中に現れており、論文pMl、［Molの記号を用いると
1　1　1　1　1　1　1　1（4’4’4’4藁4’4季4’4）
が対応するものである。彼等はこの曲線のH◎dge構造と位数4の自己同型のそこえの作用
を考察することで．pfのcomplex　ballの商としての記述を得た。ところでEを位数4の自
己同型を持つ楕円曲線とすると、E×Dのある位数4の自己同型で商をとったものと、8点
に付随したκ3曲面が双有理同値であることが分かる。この対応が、上で述べたκ3曲面の
周期を用いた方法とDeligne－Mo8towの方法とを関係づけている。
Flnal　Remark．ここでは射影直線の8点のモジュライを考えたが、これは種数3の超楕
円曲線のモジュライとも考えることができる。一方、種数3，4，6の曲線のモジュライやdel
Pezz◎曲面のモジュライは、κ3曲面の周期を用いてCo鞠lex　ballや有界対称領域の算術
商として表せる（PGK｛，区η，｛K2D。序文にも述べた様に、これらの場合に、保型形式を
使った研究が考えられる。例えば種数3の場合、C◎ble【qはG餌el関数を唇iったモジュラ
イのP14へのW（E7）－eqtlivaria就な埋め込みを与えている。これをここで述べたγ1型領
域上の保型形式を用いた方法でC◎bleの結果が記述できれば面白いであろう。同様に次数
4のdel　Pezzo曲面のモジュライ（あるいは射影直線上の順序付き5点のモジュライ）は次
数5のdel　Pezzo曲面で10本の直線がのっており自己同型群が5「5である。この場合にも
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Borchred8の方法でモジュライをP5の中の2次超曲面の交叉（5次del　Pezzo曲面の標準
モデル）として記述ができればおもしろいであろう。
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